KORESPONDENCYJNY KURS Z MATEMATYKI

PRACA KONTROLNA nr 1
pazdziernik 2002r

. Narysowa¢ wykres funkcji y = 4 + 2|x| — 22. Korzystajac z tego wykresu okresli¢
liczbe rozwigzan réwnania 4+2|x| —x? = p w zaleznosci od parametru rzeczywistego
.

. Pompa napehiajaca pusty basen w pierwszej minucie pracy miata wydajnos¢ 0,2
m?/s, a w kazdej kolejnej minucie jej wydajno$é zwigkszano o 0,01 m3/s. Polowa
basenu zostata napeliona po 2n minutach, a caty basen po kolejnych n minutach,
gdzie n jest liczba naturalng. Wyznaczy¢ czas napekliania basenu oraz jego pojem-
nosé.

. Stozek Sciety jest opisany na kuli o promieniu = 2 cm. Objetosé kuli stanowi 25%
objetosci stozka. Wyznaczy¢ srednice podstaw i dtugosé tworzacej tego stozka.

. W tréjkacie ABC' dane sa promien okregu opisanego R, kat /A = av oraz AB = %R.
Obliczy¢ pole tego trojkata.

. Rozwiazaé¢ nieré6wnos¢:

(Vx)'oes™ > V161,

. W czworokacie ABCD odcinki AB i BD sg prostopadle, AD = 2AB = a oraz

AC= g AB +% AD. Wyznaczy¢ cosinus kata /BCD = « oraz obwdd czworokata
ABCD. Sporzadzi¢ rysunek.

. Rozwiaza¢ rownanie:

1 1

— +
sinrz  Ccos¥

= V8.

. Wyznaczy¢ rownanie prostej stycznej do wykresu funkcji y = %2 w punkcie P(zo, yo),
xo > 0, takim, ze odcinek tej stycznej zawarty w I ¢wiartce uktadu wspotrzednych
jest najkrotszy. Rozwigzanie zilustrowaé stosownym wykresem.



PRACA KONTROLNA nr 2
listopad 2002r

. Czy liczby réznych ‘stéow’, jakie mozna utworzy¢ zmieniajac kolejnosé liter w ‘sto-
wach’ TANATAN i AKABARA, sg takie same? Uzasadni¢ odpowiedz. Przez ‘stowo’
rozumiemy tutaj dowolny cigg liter.

. Reszta z dzielenia wielomianu 3+ pr? — z +¢ przez tréjmian (z+2)? wynosi —z+1.
Wyznaczy¢ pierwiastki tego wielomianu.

. Figura na rysunku ponizej sklada si¢ z tukow BC, C'A okregéw o promieniu a i
srodkach odpowiednio w punktach A, B, oraz z odcinka AB o dtugosci a. Obliczyé¢
promien okregu stycznego do obu tukéw oraz do odcinka AB.

. Podstawg pryzmy przedstawione] na rysunku ponizej jest prostokat ABC'D, ktérego
bok AB ma dtugos$¢ a, a bok BC dhugos¢ b, gdzie a > b. Wszystkie $ciany boczne
pryzmy sag nachylone pod katem « do ptaszczyzny podstawy. Obliczy¢ objetosé tej
pryzmy.

. Rozwiaza¢ nieré6wnosc¢

2
— < Vb5 — a2,
T

Rozwiazanie zilustrowa¢ wykresami funkcji wystepujacych po obu stronach nieréw-
nosci. Zaznaczy¢ na rysunku otrzymany zbiér rozwigzan.

. Ciag (a,) jest okreslony warunkami a; = 4, a,+1 = 14+2,/a,, n > 1. Stosujac zasade
indukcji matematycznej wykazaé, ze ciag (a,) jest rosnacy oraz dla n > 1 spetniona
jest nieréwnosé: 4 < a, < 6.

. Na krzywej o réwnaniu y = /x znalez¢ miejsce, ktore jest potozone najblizej punktu
P(0,3). Sporzadzié¢ rysunek.

. Wykazac, ze dla kazdej wartosci parametru o € R rownanie kwadratowe
322 +4rsina — cos2a =0

ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste. Wyznaczy¢ te wartosci parametru «, dla
ktorych oba pierwiastki leza w przedziale (0, 1).



PRACA KONTROLNA nr 3
grudzien 2002r

. Suma wyrazéw nieskoniczonego ciggu geometrycznego zmniejszy sie o 25%, jesli wy-
kreslimy z niej sktadniki o numerach parzystych niepodzielnych przez 4. Obliczy¢
sume wszystkich wyrazéw tego ciggu wiedzac, ze jego drugi wyraz wynosi 1.

. Z kompletu 28 kosci do gry w domino wylosowano dwie kosci (bez zwracania).
Obliczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze kosci pasujg do siebie tzn. na jednym z pol
obu kosci wystepuje ta sama liczba oczek.

. Rozwiaza¢ uktad réwnan

r +2y = 3
5 +my = m

w zalezno$ci od parametru rzeczywistego m. Wyznaczy¢ i narysowaé zbidr, jaki
tworza rozwiazania (x(m),y(m)) tego uktadu, gdy m przebiega zbior liczb rzeczy-
wistych.

. W graniastoshupie prawidtowym szeciokatnym krawedz dolnej podstawy AB jest
widoczna ze $rodka gérnej podstawy P pod katem a. Wyznaczy¢ cosinus kata utwo-
rzonego przez ptaszczyzne podstawy i plaszczyzne zawierajaca AB oraz przeciwlegta
do niej krawedz D’E’ gornej podstawy. Obliczenia odpowiednio uzasadnié.

. Rozwiaza¢ nieré6wnosc¢
2m+&/2
—-1< 1 < 1.

. Nie postugujac sie tablicami wykazaé, ze tg 82930/ — tg 7°30" = 4 + 2/3.

. Napisa¢ rownanie prostej k stycznej do okregu 22 + 3? — 22 — 2y — 3 = 0 w punk-
cie P(2,3). Nastepnie wyznaczy¢ réwnania wszystkich prostych stycznych do tego
okregu, ktére tworzg z prosta k kat 45°.

. Dobra¢ parametry a > 01 b € R tak, aby funkcja

(a+1)+axr —2* dla z <a,
b dla = > a,

z2—1

o -

byta ciagta i miata pochodng w punkcie a. Nie przeprowadzajac dalszego badania
sporzadzi¢ wykres funkcji f(z) oraz stycznej do jej wykresu w punkcie P(a, f(a)).



PRACA KONTROLNA nr 4

styczen 2003r
. Dla jakich wartosci parametru rzeczywistego ¢ rOwnanie

r+3=—(tr +1)°
ma doktadnie jedno rozwiazanie.

. Czworoscian foremny o krawedzi a przecieto ptaszczyzng rownoleglta do dwoch prze-
ciwlegtych krawedzi. Wyrazi¢ pole otrzymanego przekroju jako funkcje dtugosci od-
cinka wyznaczonego przez ten przekrdj na jednej z pozostatych krawedzi. Uzasad-
nic postepowanie. Przedstawi¢ znaleziong funkcje na wykresie i podac jej najwieksza
wartos¢.

. Zaznaczy¢ na wykresie zbior punktéw (x,y) plaszezyzny spelniajacych warunek
log,,, [yl > 1.

. Wyznaczy¢ rownanie linii utworzonej przez wszystkie punkty ptaszczyzny, ktérych
odleglodé od okregu z2 + 3% = 81 jest o 1 mniejsza niz od punktu P(8,0). Sporzadzi¢
rysunek.

. Na dziesigtym pietrze pewnego bloku mieszkaja Kowalscy i Nowakowie. Kowalscy
maja dwoch synow i dwie corki, a Nowakowie jednego syna i dwie corki. Postanowili
oni wybra¢ mtodziezowego przedstawiciela swojego pietra. W tym celu Kowalscy wy-
brali losowo jedno ze swoich dzieci, a Nowakowie jedno ze swoich. Nastepnie sposrod
tej dwojki wylosowano jedng osobe. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze przedstawi-
cielem zostal chlopiec.

. Uzasadnié¢ prawdziwo$¢ nieréwnosci n + % > /n(n+1), n> 1. Korzystajac z niej
oraz z zasady indukcji matematycznej udowodni¢, ze dla wszystkich n > 1 jest

2n 4n
> —.
< n ) 2\/n
3x—3

. Przeprowadzi¢ badanie przebiegu zmiennosci funkcji f(z) = /5= i wykonaé jej
wykres.

. W tréjkacie ABC kat A ma miare «, kat B miare 2a, a BC' = a. Oznaczmy kolejno
przez A; punkt na boku AC taki, ze BA; jest dwusieczng kata B; B; punkt na
boku BC taki, ze A, B, jest dwusieczng kata A;, itd. Wyznaczy¢ dhugoéé tamane;
nieskonczonej ABA; B A, .. ..



PRACA KONTROLNA nr 5
luty 2003r

. Jakiej dhugosci powinien by¢ pas napedowy, aby mozna go byto uzy¢ do potaczenia
dwobch kot o promieniach 20 cm i 5 cm, jesli odlegtos¢ srodkéw tych kot wynosi 30
cm?

. Umowa okresla wynagrodzenie na kwote 4000 zt. Sktadka na ubezpieczenie spoteczne
wynosi 18,7% tej kwoty, a sktadka na Kase Chorych 7,75% kwoty pozostalej po
odliczeniu sktadki na ubezpieczenie spoteczne. W celu obliczenia podatku nalezy od
80% wyjsciowej kwoty umowy odjaé sktadke na ubezpieczenie spoteczne i wyznaczy¢
19% pozostatej sumy. Podatek jest réznica tak otrzymanej liczby i kwoty sktadki na
Kase Chorych. Ile wynosi podatek?.

. Przez punkt P(1,3) poprowadzi¢ prosta [ tak, aby odcinek tej prostej zawarty po-
miedzy dwiema danymi prostymi x —y +3 = 01 z 4+ 2y — 12 = 0 dzielit sie w
punkcie P na potowy. Wyznaczy¢ rownanie ogdlne prostej [ i obliczy¢ pole trojkata,
jaki prosta [ tworzy z danymi prostymi.

. Podstawa czworoscianu jest tréjkat prostokatny ABC' o kacie ostrym « i promieniu
okregu wpisanego r. Spodek wysokosci opuszczonej z wierzchotka D lezy w punkcie
przeciecia sie dwusiecznych trojkata ABC, a Sciany boczne wychodzace z wierzchot-
ka kata prostego podstawy tworza kat (. Obliczy¢ objetosé tego ostrostupa.

. Sporzadzi¢ wykres funkcji
f(x) = log,(2z] — 4)*.

Odczytac z wykresu wszystkie ekstrema lokalne tej funkc;ji.

. ;s . tg T
. Rozwigza¢ réwnanie cos 2x + Arigs = 0.

. Dla jakich wartosci parametru a € R mozna okresli¢ funkcje g(x) = f(f(z)), gdzie
flx) = a;”il. Napisa¢ funkcje g(x) w jawnej postaci. Wyznaczy¢ asymptoty funkeji
g(x) dla najwigkszej mozliwej catkowitej wartosci parametru a.

. Odcinek o koncach A(0,3), B(2,y), y € [0,3], obraca si¢ wokot osi Ox. Wyzna-
czy¢ pole powierzchni bocznej powstatej bryty jako funkcje y i znalez¢é najmniejsza
warto$¢ tego pola. Sporzadzi¢ rysunek.



PRACA KONTROLNA nr 6

marzec 2003r

. Dla jakich wartosci parametru rzeczywistego p réwnanie v/z + 8p = /x+2p posiada
rozwigzanie?

. Obrazem okregu K w jednokladnosci o srodku S(0,1) i skali & = —3 jest okrag K.
Natomiast obrazem K; w symetrii wzgledem prostej o réwnaniu 2x +y + 3 = 0
jest okrag o tym samym srodku co okrag K. Wyznaczy¢ rownanie okregu K, jesli
wiadomo, ze okregi K i K sa styczne zewnetrznie.

. W trapezie rownoramiennym dane sa promien okregu opisanego r, kat ostry przy
podstawie o oraz suma dlugosci obu podstaw d. Obliczy¢ dhugo$¢ ramienia tego tra-
pezu. Zbadaé warunki rozwigzalnosci zadania. Wykonaé rysunek dla o = 60°, d =
5

57’.

. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym kat ptaski $ciany bocznej przy wierz-
chotku wynosi 23. Przez wierzchotek A podstawy oraz srodek przeciwleglej krawe-
dzi bocznej poprowadzono ptaszczyzne réwnoleglta do przekatnej podstawy wyzna-
czajaca przekrdj ptaski ostrostupa. Obliczy¢ objetosé ostrostupa wiedzac, ze pole
przekroju wynosi S.

. Obliczy¢ granice
n —/n3+ no

lim —
n—oo n3

gdzie o jest najmniejszym dodatnim pierwiastkiem réwnania 2 cos o = —v/3.

. Rozwiaza¢ nieréwnosc¢

3

1+2log, cos z 0.5+logg sinx
2 2 ——-29 3

=~

. Wybrano losowo 4 liczby czterocyfrowe (cyfra tysiecy nie moze by¢ zerem!). Obliczy¢
prawdopodobienstwo tego, ze co najmniej dwie z tych liczb czytane od przodu lub
od konca beda podzielne przez 4.

. Zaznaczy¢ na rysunku zbiér punktow (x,y) plaszczyzny okreslony warunkami
|# — 3y| < 2 oraz y* < z. Obliczy¢ tangens kata, pod ktérym przecinaja si¢ linie
tworzace brzeg tego zbioru.
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. Dwa punkty poruszaja si¢ ruchem jednostajnym po okregu w tym samym kierunku,
przy czym jeden z nich wyprzedza drugi co 44 sekund. Jezeli zmieni¢ kierunek ruchu
jednego z tych punktéw, to beda sie one spotykac¢ co 8 sekund. Obliczy¢ stosunek
predkosci tych punktow.

. Dla jakich wartosci parametru p nieréwnosé

2px? + 2px + 1 S
2+ +2-p2°

jest speliona dla kazdej liczby rzeczywistej x?

. W rownolegtoboku dane sg kat ostry «a, dtuzsza przekatna d oraz réznica bokéw r.
Obliczy¢ pole rownolegtoboku.

. Naczynie w ksztalcie poétkuli o promieniu R ma trzy nozki w ksztatcie kulek o
promieniu r, 4r < R, przymocowanych do naczynia w ten sposéb, ze ich srodki
tworzg trojkat réwnoboczny, a naczynie postawione na ptaskiej powierzchni dotyka
ja w jednym punkcie. Obliczy¢ wzajemna odlegto$¢ punktéw przymocowania kulek.
Wykonaé¢ odpowiednie rysunki.

. Poshugujac sie rachunkiem rézniczkowym okresli¢ liczbe rozwigzan réwnania

22 + 1 = 6|z| — 62°.

. Nie stosujac zasady indukcji matematycznej wykazac, ze jezeli n > 2 jest liczba
naturalng, to = jest nieparzysta liczba naturalna.

n
n—1
. Rozwiaza¢ rownanie

8 9
3 (sin2x+sin4x—|—...) :4—2005x—|—30082x—Qcos?’x—f—...

. Rozwazmy rodzine prostych normalnych (tj. prostopadtych do stycznych w punk-
tach stycznosci) do paraboli o réwnaniu 2y = x2. Znalez¢é réwnanie krzywej utwo-
rzonej ze srodkéw odcinkéw tych normalnych zawartych pomiedzy osia rzednych i
wyznaczajacymi je punktami paraboli. Sporzadzi¢ rysunek.



